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Алгоритмы решения задачи о рюкзаке представляют интерес из-за большого числа 

связанных с ней прикладных задач. Рюкзаки являются важным криптографическим 

примитивом. Среди небольшого числа алгоритмов точного решения задачи о рюкза-

ке, заметное место занимают алгоритмы, основанные на методе обхода дерева вари-

антов укладки. В данной статье отмечается, что проблемы с разделением вычисли-

тельной нагрузки препятствуют созданию их эффективной параллельной реализации. 

Одним из путей решения этой проблемы является построение приемлемого на прак-

тике метода линеаризации, позволяющего представить множество потенциальных 

решений в виде нумерованной последовательности и разбить его на требуемое число 

равных частей. 

1. Введение 

Задача о рюкзаке представляет интерес для исследователей, так как с её решением связано 

большое количество прикладных задач в экономике, логистике и других областях (напр. 

[Ошибка! Источник ссылки не найден.]). В последние годы возрастает интерес к примене-

нию рюкзаков как криптографических примитивов при разработке новых моделей систем шиф-

рования[Ошибка! Источник ссылки не найден.]. Стойкость таких систем шифрования к ана-

лизу определяется сложностью нахождения точного решения задачи о рюкзаке, в результате 

чего совершенствование точных алгоритмов приобретает актуальность. Для повышения эффек-

тивности этих алгоритмов целесообразно применение распределённых и параллельных вычис-

лений. 

Общая формулировка задачи о рюкзаке варьируется в зависимости от конкретной при-

кладной области. В рамках данной статьи предполагается, что задача о рюкзаке сформулирова-

на следующим образом. Дан упорядоченный набор предметов, каждому из которых сопостав-

лена неотрицательная, целочисленная величина веса. Задача состоит в том, чтобы отыскать все 

возможные наборы из этих предметов, вес которых в точности равен заданному значению. Ка-

ждый из таких наборов далее называется «укладка рюкзака», суммарный вес предметов этого 

набора — вес укладки. 

2. Основные алгоритмы точного решения задачи о рюкзаке 

Как уже было отмечено, существует большое число алгоритмов решения задачи о рюкзаке, 

но лишь несколько из них предназначены для поиска точного решения[Ошибка! Источник 

ссылки не найден.]. Это связано с тем, что в значительном числе практических задач величи-

ны, фигурирующие в задаче о рюкзаке, обладают физическим смыслом. Например, при плани-

ровании загрузки транспортного корабля предметам в рюкзаке могут быть охарактеризованы 

реальным значением веса или объёма. Решение, приближенное по суммарному весу/объёму при 

этом может быть вполне приемлемым. Это делает актуальным изучение алгоритмов, которые 

способны быстро отыскать какое-либо решение, приближенное к оптимуму[Ошибка! Источ-

ник ссылки не найден.]. 

В рамках криптографического анализа описанный подход неэффективен. Веса предметов в 

данном случае представляют собой абстрактные значения, лишённые какого-либо смысла. Бло-

ки исходного текста представляются как набор предметов, а веса этих наборов становятся 

шифрованным текстом. Приближённое решение даёт нам блок текста, шифрованное представ-

ление которого численно близко к весу искомого блока. Очевидной связи между укладкой, вос-
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становленной таким образом, и реальной искомой укладкой, нет, вплоть до 100% несовпадения. 

Так как необходимо восстановить укладку, вес которой в точности соответствует заданному 

значению, целесообразно использовать для этого алгоритмы точного решения задачи о рюкза-

ке. 

Такие алгоритмы, в общем случае, имеют экспоненциальную сложность[Ошибка! Источ-

ник ссылки не найден.,Ошибка! Источник ссылки не найден.], а значит, даже для неболь-

шого числа предметов нахождение точного решения задачи о рюкзаке потребует значительных 

затрат времени. Это делает целесообразным применение параллельных и распределённых вы-

числений. 

Существует несколько известных подходов к нахождению точного решения задачи о рюк-

заке. Базовый подход подразумевает перебор всех возможных укладок и проверку получаемых 

значений веса для каждой из них. Высокая ( )2( nO ) сложность этого алгоритма компенсирует-

ся возможностью создания распределённой реализации, обеспечивающей близкую к 1  эффек-

тивность каждого из вычислительных узлов. Тем не менее, суммарный объём вычислений 

очень велик: необходимо проверить 
n2  укладок, для каждой из которых необходимо осущест-

вить подсчёт суммарного веса и сравнение с заданным значением. 

Переход от данного алгоритма к более эффективным возможен путём сокращения (отсече-

ния) некоторого количества укладок, которые заведомо не могут содержать решений. Напри-

мер, если определённый набор предметов превысил по весу целевое значение, то рассмотрение 

всех укладок, содержащих этот набор в качестве поднабора, заведомо бессмысленно. На этом 

принципе базируются ещё два алгоритма точного решения задачи о рюкзаке: алгоритм обхода 

дерева вариантов укладки[Ошибка! Источник ссылки не найден.] и алгоритм слияния спи-

сков Хоровица-Сани[Ошибка! Источник ссылки не найден.]. 

Алгоритм слияния списков основан на идее разделения исходного набора предметов на два 

поднабора. Для каждого из поднаборов рассчитываются веса всех возможных укладок (полным 

перебором), после чего списки весов сортируются, и элементы из этих списков попарно сумми-

руются. Так как оба списка рассчитанных весов отсортированы, часть пар (сумма которых пре-

вышает заданное значение веса) удастся исключить из рассмотрения. Платой за это является 

высокая сложность по памяти: необходимо хранить в памяти все промежуточные значения ве-

сов. Это делает алгоритм непригодным для целей криптографического анализа. Более подробно 

алгоритм рассмотрен в [Ошибка! Источник ссылки не найден.]. 

Алгоритм обхода дерева вариантов укладки основан на представлении множества укладок 

в виде вершин связного графа. Путём обхода графа при помощи известных алгоритмов можно 

проверить все возможные укладки по аналогии с алгоритмом полного перебора. Выигрыш от 

использования данного алгоритма заключается в возможности отсечения ветвей дерева, заве-

домо не содержащих решений. В частности, в [Ошибка! Источник ссылки не найден.] пред-

лагается соединять вершины рёбрами, если соответствующие укладки отличаются на один 

предмет с наибольшим номером из набора. Показано, что такой подход к построению графа 

позволяет всегда получать дерево с предсказуемой структурой. Очевидно, что если суммарный 

вес укладки в одном из узлов дерева превышает заданное значение, рассматривать поддерево с 

корнем в этой вершине бессмысленно. В отличие от алгоритма слияния списков, данный алго-

ритм обладает полиномиальной сложностью по памяти. Более подробное описание можно най-

ти в [Ошибка! Источник ссылки не найден.,Ошибка! Источник ссылки не найден.]. 

Отдельно следует упомянуть известный алгоритм динамического программирования 

[Ошибка! Источник ссылки не найден.]. В отличие от всех описанных выше алгоритмов, при 

динамическом программировании решение заданного экземпляра задачи строится на основе 

решения задачи, имеющей размерность на единицу меньше, которое, в свою очередь, также 

строится на решении задачи меньшей размерности. Таким образом, за n  шагов рекурсии мож-

но свести задачу к тривиальной. В работе [Ошибка! Источник ссылки не найден.] рассмат-

ривается подход к оптимизации этого алгоритма для параллельных вычислений на общей па-

мяти. 
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3. Проблема создания параллельной реализации алгоритма обхода 

дерева вариантов укладки 

Как видно из изложенного выше, возможность ускорить решение задачи о рюкзаке за счёт 

сокращения множества рассматриваемых вершин требует введения некой структуры на множе-

стве укладок. В рамках алгоритма прямого конструктивного перебора множество возможных 

укладок представляет собой пул равнозначных невзаимосвязанных укладок, который можно 

равномерно разделить между большим числом процессоров (с точностью до остатка от деле-

ния). Но в случае с анализом дерева вариантов укладок каждая укладка связана с одной или не-

сколькими другими. Соответственно, разделять дерево произвольным образом крайне нецеле-

сообразно. Для этого необходимо применение методов параллельного обхода деревьев. 

В [Ошибка! Источник ссылки не найден.] рассматривается применение метода назна-

чаемых поддеревьев и метода выделяемых поддеревьев при анализе методом обхода дерева 

вариантов укладки. Показано, что оба упомянутых подхода не позволяют добиться эффектив-

ной параллельной реализации алгоритма. Это связано с тем, что приведённые методы функ-

ционируют в оптимальном режиме, если размеры поддеревьев приблизительно одинаковы. 

Рассмотрим подробнее структуру деревьев, с которыми работает алгоритм. Множество 

вершин отождествим с множеством всех возможных укладок. Распределим вершины по ярусам 

таким образом, чтобы номер яруса для укладки совпадал с количеством предметов в ней. Зада-

дим рёбра таким образом, чтобы две укладки, отличающиеся на один предмет с наибольшим 

номером, были соседними. Например, вершина, соответствующая укладке 1, 2 и 4ого предмета 

находится на третьем ярусе, так как содержит три предмета. Смежные с ней укладки четвёртого 

яруса содержат дополнительно 5й, либо 6й, либо 7й и т.д. Ребро к укладке четвёртого яруса, 

содержащей 1, 2, 3 и 4й предметы, отсутствует. На втором ярусе с данной вершиной связана 

укладка, содержащая предметы 1 и 2. Укладки второго яруса, содержащие 1, 4 и 2, 4 не связаны 

с рассматриваемой вершиной. Более подробно данный подход к построению рёбер описан в 

[Ошибка! Источник ссылки не найден.]. На Рис. Ошибка! Источник ссылки не найден. 

приведён внешний вид графов, получаемых при решении задач размерностей 3, 4 и 5. 

 

Рис. 1. Структура дерева вариантов укладки для задач размерности 3, 4 и 5 

n = 3 n = 4 

n = 5 
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Видно, что по мере роста размерности задачи в графе появляются поддеревья с резко воз-

растающим числом вершин. Например, для размерности 5, самое большое поддерево с корнем 

в вершине первого яруса содержит половину всех вершин графа, тогда как самое маленькое — 

только одну. Более детальный анализ показывает, что размеры каждого следующего поддерева 

с корнем на том же ярусе в два раза превосходят размеры предыдущего. Так, для задачи раз-

мерности 5n  на первом ярусе расположены поддеревья с размерами 1, 2, 4, 8 и 16. 

Разумеется, можно выделять небольшие поддеревья, близкие по размеру. Но такие деревья 

включают вершины расположенные на верхних ярусах, а прирост эффективности алгоритма 

достигается за счёт отсечения верхних ярусов путём анализа нижних. Таким образом, создание 

параллельной реализации на основе алгоритма обхода дерева вариантов укладки представляет-

ся затруднительным. 

4. Оптимизация параллельного алгоритма при помощи линеаризация 

множества вершин 

Простота эффективного разделения вычислительной нагрузки при прямом переборе обу-

словлена однородностью и отсутствием специфической структуры множества укладок. Дис-

петчер распределённых вычислений может легко передать на рабочий процессор фрагмент же-

лаемого размера. Более того, доступны алгоритмы, позволяющие установить биективное соот-

ветствие между номером укладки в пуле и её записью. Например, если множество всех воз-

можных укладок перечислено в лексикографическом порядке, то вид укладки соответствует 

двоичному представлению её номера. Это означает, что диспетчерский процесс может интер-

претировать множество укладок как однородное множество нумерованных элементов. Для вы-

деления подзадачи рабочему процессору диспетчеру достаточно назвать номер первой верши-

ны, а также количество анализируемых вершин. Алгоритмы, позволяющие перейти от порядко-

вого номера элемента в порядке обхода к его представлению и обратно, известны как алгорит-

мы линеаризации (тж. «нумерация»[Ошибка! Источник ссылки не найден.]; “linear arrange-

ment”[Ошибка! Источник ссылки не найден.]). 

Для алгоритма обхода дерева вариантов укладки алгоритм линеаризации неочевиден. Из-

вестен лишь метод построения окрестности вершины по её представлению (он напрямую сле-

дует из алгоритма построения рёбер в используемом графе). 

Однако, необходимо отметить, что структура дерева вариантов укладки зависит исключи-

тельно от размерности задачи, но не от параметров конкретного экземпляра задачи. Порядок 

обхода дерева для размерности 3n  приведён на Рис. Ошибка! Источник ссылки не най-

ден. (также см. Рис. Ошибка! Источник ссылки не найден.). 

 

Рис. 2. Порядок обхода дерева вариантов укладки в глубину для задачи размерности 3 

Необходимо отметить, что по мере обхода существует вероятность, что ряд вершин будет 

отсечен, но порядок обхода сохранится. Более того, можно предвидеть количество вершин, ис-

ключённых из последовательности обхода (количество вершин в любом поддереве данного 

графа легко подсчитывается). Это даёт основания предполагать, что можно построить и эффек-

тивно применить алгоритм линеаризации для задачи обхода данного дерева. 

Использование алгоритма линеаризации позволит представить дерево вариантов укладки 

как последовательность вершин, причём, зная порядковый номер вершины, всегда можно по-
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строить её представление (соответствующий набор предметов) и наоборот. Благодаря этому, 

диспетчерский процесс может разделить последовательность обхода на фрагменты желаемой 

длины и сообщить рабочим процессорам их номера. Более того, диспетчерский процесс и рабо-

чие процессы смогут легко отслеживать предстоящий объём вычислений для каждой подзадачи. 

При необходимости можно произвести динамическую балансировку: для этого диспетчерскому 

процессору необходимо передать лишь номер начальной вершины для новой подзадачи и её 

длину.  

В данный момент ведётся работа по разработке, реализации и тестированию алгоритма ли-

неаризации. Как показано выше, данный  алгоритм позволит создать более эффективную рас-

пределённую реализацию алгоритма обхода дерева вариантов укладки. 

Крайне важно отметить, что применение данного метода негативно скажется на эффектив-

ности исходного алгоритма. При разделении нагрузки, процесс-диспетчер может выделить под-

задачу, начало которой лежит на отсекаемом поддереве. Установив это, рабочий процесс быст-

ро выйдет из данной области, но суммарное количество анализируемых алгоритмом вершин 

возрастёт, а как следствие — сократится эффективность (по сравнению с последовательной 

реализацией алгоритма). Так, если число вершин в графе совпадает с числом доступных вычис-

лительных узлов, эффект от отсечения ветвей дерева сводится к нулю, независимо от конкрет-

ного экземпляра задачи. Алгоритм обхода дерева, таким образом, сводится по эффективности к 

алгоритму полного перебора. Однако, при решении практических задач можно ожидать, что 

количество доступных вычислительных узлов будет несравнимо меньше количества возмож-

ных укладок. 

Заключение 

Внедрение алгоритма линеаризации в распределённую реализацию алгоритма обхода дере-

ва поиска позволит решить проблему разделения нагрузки между процессорами. Данное реше-

ние будет не идеальным, так как эффективность алгоритма будет сокращаться по мере роста 

числа используемых вычислительных узлов. Более того, отсечение поддеревьев по ходу анали-

за может приводить к непредсказуемому сокращению вычислительной нагрузки; как следствие, 

требуется обеспечивать динамическую балансировку нагрузки, что дополнительно усложнит 

алгоритм и снизит его эффективность. 
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